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CARLO FELICE MANARA� 

OSSERVAZIONI� 
SULLA GEOMETRIA DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI� 

NEL PIANO COMPLESSO� 

RIASSUNTO - Si dà una trallazione unitaria della Geometria Diffe· 
renziale :Metrica e Simile de.lle curve piane mediante la norma­
lizzazione di una opportuna equazione differenziale interpretata 
nel piano complesso. 

§ l . Scopo del presente lavoro è la impostazione sotto 
forma unitaria della Geometria Differenziale tanto Metrica che 
Simile delle curve piane. E' noto che V. E. Galafassi (*) si è oc· 
cupato reccntemente della ricerca metodica di invarianti diffe­
renziali delle curve piane di fronte a trasformazioni per similitu· 
dine, cioè di una Geometria Differenziale Simile delle curve 
piane. 

Ora è noto che il gruppo delle similitudini piane ammette 
una immediata espressiDne analitica quando si facciano corri.. 
spoudere i punti del piano ai numeri complessi, essendo allora 
rappresentato dal gnlppo delle trasformazioni lineari intere 
della variabile complessa. Una impnstazione siffatta permette 
di ottenere nel modo più semplice le proprietà differenziali delle 

.curve piane tanto in Geometria Metrica che in Geometria Si. 
mile e ciò col porre a base della trattazione una equazione di'l. 
ferenziale lineare omogenea del secondo ordine che abbia come 
integrale una funzione complessa di variabile reale definita a 
meno di una trasfonnazione lineare intera. 

La presente trattazinne ha qualche analogia con le tratta· 
zioni classiche della Geometria Prniettiva Differenziale delle 
curve definite mediante equazioni differenziali lineari; si può 

(*) Cfr. V. E. GALAFAS~(. Di 'una geometria differenziale simile nello studio 
delle curve piane. Rend. del Sem. Matern. della Università di Torino, voI. IX. 
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pensare che, con opportune modifiche, un analogo punto di vi. 
sta possa essere adottato anche per la risoluzione di problemi 
di Geometria Differenziale relativi alle curve dello spazio. 

§ 2 . Indichiamo con 

zltl = x(t) + iYlt) 

una funzione complessa della variabile reale t; indichiamo poi 
con 

i = x+ iy 
;; = ii: + iy 
z=x+iy 

le derivate r,ispettivamente prima, seconda e terza della z ri. 
spetto.alIa t. 

Sia ora data una funzione 

w(t) = ult) + iv(t) 

complessa della variabile reale t, funzione che supporremo de· 
finita e continua in un intervallo 

(l) a<t<b 

della variabile indipendente; in tutta la presente trattazione 
supporremo di considerare soltanto valori di t che apparten­
gano all'intervallo (l) nel quale la w possiede le proprietà che 
abbiamo enumerate. 

E' noto che la equazione differenziale 

(2) z = wz 

definisce la z come funzione della t a meno di una trasforma­
zione lineare intera del tipo 

(3) Zl = 8Z + b 

con a e b costanti' complesse. 
Se ~i interpret" geometricamente il numero comples~o z 
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come un punto nel piano di coordinate cartesiane ortogonali 
x ed y, è noto allora che la (3) definisce la più generale trasfor. 
mazione per similitudine in detto piano e quindi la (2) defini· 
sce una curva piana a meno di similitudini. 

Con facili calcoli si hanno le relazioni che legano le fun. 
zioni u( t) e v( t) (rispettivamente parte reale e coefficiente del· 
!'immaginario della w( t» alle derivate di z( t): 

~~-I-yy d y-'--'­
u = .:i: 2 + y2 = dt log xi! + ~,2 

(4) 
v= x y--x;y d il 

~I- arc.tg -.­
:is -+ y2 , t x 

In forza delle ipotesi che abbiamo enunciate pelO la w( t) 
possiamo quindi anzitutto assicurare che per tutti i valori di t 
considerati si avrà 

~. + y' > O 

La detenninazione della curva descritta da z( t) si ha dalla 
integrazione del sistema ( 1); il risultato di tale integrazione può 
essere espresso sinteticamente dalla formula: 

r Jwdt+" 
(5) z =. e, dt + Cz 

in ,cui Cl e C2 .sono costanti di inte~ra7;ione in generale complesse. 
In base ad elementari proprietà delle funzioni che com· 

paiono nella (5) è noto che il variare c, nella (5) stessa equi­
vale ad operare nel piano della z una rotomotetia ed il variare 
c, equivale ad operare una traslazione. 

Pertanto con la variazione delle costanti di integrazione 
Cl e C2 si ottiene la più generale trasformazione per similitudine 
del piano z. 

Pensiamo ora di cambiare la variabile indipendente, sce· 
gliendo un nuovo parametro 1: funzione continua, derivabile ed 
univocamente invertibile di t nell'intervallo (l) considerato. 

Indichiamo brevemente con 1: e 1: le derivate prima e se· 
conda della t rispetto a t. 

Nel nuovo parametro 1: la equazione differenziale (2) 
assumerà la fonna 
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(6) 

111 CUI, come SI verifica facilmente, la funzione W ha la forma 

(7) 

Orbene si verifica facilmente che la ordinaria teoria me· 
trica e la teoria differenziale simile delle curve piane si otten· 
gono entrambe mediante opportuna scelta del nuovo parametro 
T , scelta che viene fatta imponendo che la funzione W abbia 
determinate e opportune caratteristiche analitiche cioè, in altre 
parole, imponendo una opportuna « normalizzazione)) della 
equazione differenziale (2). 

Eseguiremo nt'1 prossimo paragrafo i ragionamenti ed i 
calcoli che (',onducono a]]a ordinaria teoria metrica, I:"l svolge­
remo nel § 4 i ragionanlt'nti ed i f'alcoli che ei condurranno alla 
teoria differenziale simile delle curve piane secondo Galafassi. 

§ 3 . Scegliamo dnnqne il parametro in modo che la fun. 
zione W che compare nella (6) sia puramente immaginaria e 
chiamiamo s( t) il nuovo parametro fissato con qnesta partico· 
lare condizione. In base alla (7) si ha che il parametro s cosi 
definito deve soddisfare alla condizione 

~=u(t), 

Dal confronto con la prima delle (4) si ha che, con oppor· 
tuna scelta di una costante di integrazione, si può ottenere 

(8) 

In base alla condizione posta si ha ora che la equazione 
(6) assume la forma 

d~z i dz 
(9) 

CfS!=~ de 

essendo p(s) una funzione (puramente reale) della variabile s. 



La' (9) dà immediatamente, con lIna prima integrazione 

dz i[Sd8+ cl ]
(101 -=e p<1, . 

dove Cl è una costante di integrazione che, in questo caso parti. 
eolare, risulta essere puramente reale. 

Infine lIna seconda integrazione dà 

d, ]i --+c.}[(11) z = re f p <1, + e, 

essendo c, un'altra costante di integrazione, complessa. 
La (Il) dà in forma esplieita la z in funzione di s qnando 

~ia nota la funzione p(s) e mostra ehe, in questo caso partico­
lare, il variare della costante c, implica l'eseguire nel piano z 
una rotazione, mentre il variare della costante C2 implica rese. 
guire una traslazione. Pertanto -- sempre in questo caso -- la 
(Il) definisce la curva z( s) a meno di congmenze: si ottiene 
così la ordinaria teoria differenziale metrica delle curve piane. 
Il parametro s cosi definito è un invariante che può e.sere chia· 
mato « arco )1 della curva e la funzione l/p (s) può essere chia· 
mata « curvatura)) della curva stessa. 

Il significato geometrico di s si ha immediatamente dalla 
(lO) che dà 

<18=I<1zl 

il che assicura che l'arco ora definito coincide con quello che 
viene abitualmente così chiamato nelle ordinarie trattazioni; la 
(8) fornisce poi la espressione analitica ClSplicita di ds. 

Per quanto riguarda infine il significato geometrico della 
funzione IIp (s), esso si ottiene immediatamente dalla (lO): 
1/ p(s) risulta la derivata (eseguita rispetto al parametro s) 
dell'argomento del vettore tangente alla curva. 

ConIe avevamo annunciato si. ritrova così per questa vIa 
l'intera teoria differenziale metrica delle 'curve piane. 

§ 4 . Imponiamo ora che la funzione W della equazione 
(6) abbia coefficiente dell'immaginario uguale all'unità e chia· 



miamo ;} il nuovo parametro che SI ottiene con questa condi· 
zione. Si avrà dunque per la (7) 

dO
dt = v(t) 

Ricordando la seconda delle (4) si ha che il parametro il­
qui definito è l'angolo formato dalla tangente alla curva z( t) 

. con una retta fissa. 
In base alla condizione ora posta la equazione (6) assume 

la forma 

(12) ~-(v(9)' .)~
dal - I il da 

essendo y (a) una funzione reale del panmetro. a, funzione che 
potremo indicare, seguendo Galafassi, eol nome di «( curvatura 
simile )l della curva dcfinita dalla (12). 

In forza di quanto è statu detto al § 2 la conoscenza di 
y (a) determina la z(a) a meno di similitudini nel piano z. 

La (7) permelte poi agevolmente di calcolare la y come 
funzione di t, avendosi 

y(t) = 3 ~x,~--±-~~ _ (x' + !~)J>::' ~ y x) 
x y -- x y (x y - x y)' 

Inoltre le (4) e i risultati del precedente paragrafo dàimo 
immediatamente il collegamento degli invarianti e e y ora de­
finiti con quelli della ordinaria teoria metrica. 

Si ha ;nfatti 
dO = d'ip 

r = d p/d8 

come è del resto già ampiamento noto. 
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